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1€ voordracht (Uonderdag 27 F-bruari 1947).

Asymptotische ontwikkelingen.
I°

Verschil in‘cpvatting omtrent het begrip '"convergentie" tussen beoefe-
naren der zuivere viskunde en tussen hen voor vie numerieke berekening
op de voorgrond staat (i.h.b. de astronomen). T

Voor den mathematicus is
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convergent, vo r de practische berekening is het rechterlid onbruikbaar.

Daar-ntegen is co /
sme—— 4)67‘

. »M o7 lQGth :
van mathematisch standpunt @ivergent, maar voor den rekenaar bijzonder
bruikbaar.

In vele gevallen is voor eenzelfde functie ezn ontwikkeling van beide
socrten mogelijk. o
Voorbeeld 1.

2n+7

Bl = % ~yt w ” X
Fx)= [ e dy = 2 (~7)" (1
ol =0

{20+

- convergsnt voor alle waarden van X, maar voor grote waarden van X nume-
riek cnbruikbaar. Anderzijds is
F(x) 7oy Y | j? y®
X)= = ~ Ao = L -
| !eﬁ'a{y“ {efo(j z}/—‘,x‘e.dj.
De overblijvende integraal kan door partiegle integratie worden herleid
" tot de exacte ontwikkeling met restterm :

xt ” 7.3 8o (2 ~1) N+t
£ © - LA
2 {7 +:w2i( 0 Pl P EED *(~O G 2n+1xzn+:
De restterm is hier zeker kleiner (in abs.waarde) dan de eerste verwaar-
loosde term. De reeks zal, onbepaald voortgezet, divergeren, maar is voor
numerieke berekening bij grote waarden van x bijzonder geschikt. :

Verschil met convegente reeks : Bij gegcven waarde van x kan men niet
garandeeren, dat de fout willekeurig klein gemaakt kan worden. Voor xZ3
kan echter de fout gehds kleiner dan - , ‘

66 #.355,..;;7? & ©,000 00C coY T

worden gemaakt. Hoe gro%er’ 3Jc, des te nauvkeuriger vordt de benadering.
Voor numerieke berekening is (2) dus zeer goed bruikbaar. Deze ontwlkke-
1ing 1s het e=rste voorbe:ld van datgene wat Poincafé cen asymptotische :
ontwikkeling noemt. .en bijzonder interessant voorbeeld is hetvolgender E
Voorbeeld 2 (Laguerre (38722) ' | : -
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e = S ‘%—* 4t (xyo)

' Ccnv%rgente_ontwikkelingf (voor IXI>0)
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Deze ontwikkeling is weer onbrui

menjoalivsg.gt te werk: , v 0o
ew a1 - ’ “K/N e‘-v\‘(d"l -y n j g £ [ ﬂ‘?md O ‘u
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kbaar voor grote waarden van x. Dan gaat
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I.h.bs voor x>0 P& ‘*-*?(_7)15’4/ e ) ()
J S~ddé = e 2 + Of-r) T |

t bon xRt , W) 0<f<cd
Ook in deze reeds divergente asymptotische ontwikkeling is de restterm
absoluut kleiner dan de waarde van de eerste verwaarloosde term.
In het tijdperk van Zuler en Lacroix werd zonder scrupules de ontwikke-
ling (4) onbepaald voortgezet. Voor het geval x=1 vond men dan uit (3) en

(W) ) c_»pz_ (=)™
11=21+31-kt+, .= 1ee(~0+ £ =—r )=0,4036526. .
Litteratuur: m= P ’

Whittacker-Wwatson Modern Analysis. Chap. VIII.

Borel: Legons sur les series divergentes.

Laguerre: Oeuvres, T.I.,p.428. Bull. de la Soc. math.de France, t.VII.
Ztleltjes Ann. de 1l'#cole normale, 1886, Oeuvres, T.II. - ‘
Poincard: Acta Mathematica, t.VILI (18863,p.295.

2e Voordracht (Donderdag 6 Maart 1947.).

Definitie en algemeene eingenschappen van asymptotische ontwikkelingen.

Poincaré noemt de (dévergent veronderstelde) ontwikkeling
2

{7) o 'f(Z) :-."‘;p A, 37 a1ym b!o@f:% 4 '
e [T e & B - 22| < M | 7 B /)] -0
voor alle gehele waarden van nx O. In plaats van (1) kan geschreven worder
. A, + 2 . ‘
f(z)=A_* é‘? + b ‘f;"( ) ; met Eh{;v}q{)‘als 2—s 00 .

Gebruikelijke schrijfw ijze' 00 .
{[2) ~ 2 AprTh
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‘algemene eigenschappen der asymgn'totische ontwikkelingen.
1), De som of het verschil van 2 as.ontw. is een as. ontw.
2). Het product van 2 as. ontw. is een as. ontw.

3). als - -
_ G(z) ~v '1\?0 A”Z >

m E
en £(6) = ¥ ang”
hzo <

convergeert als machtreeks in G binnen eecn cirkel met straal R}»{AOI 5
dan kan f£(G) worden ontwikkeld in een as.reeks naar z:
oo -7
£(G)= F(z) v hz; L2 . ‘
L), fen as. ontw. is terfisgewijze 1ntegreer‘x_)a}ar. . .
5). sen as. ontw. is pniet algemecn termsgewlijze Aiffersnticerbaar.

Va: () =e XgmeT o (0 uinl).



3.

Alleen, wanneer f {(x) as. ontwikkelbaar is, dan ontstaat haar ontwikke-
ling door termsgewijze differentiatie van de as. ontw. van f(x).
6). Wanneer f(z) as. ontw. is, dan is deze as. ontw. eenduidig bepaald.
Omgekeerd echter behoort niet bij iedere as. ontw. één bepaalde functie.
Er zijn nl. functies L(x)~0 'b.v. e~X). Dan leveren f(x) en f£(x)+L(x) de
zelfde as. ontw, ‘

Bij verdere behandeling hebben wij in de eerste plaats te coen met de
volgende twee problemen: v
a)den wetmatig recursief verband te vinden tussen 2 opeenvolgende co2ffici-
enten Ay, waardoor men in staat is, de as, ontw. will. ver voort te zetten.
b) fen nauwkeurige schatting van de bovengrens van FRy(x) .

fen as. ontw. is eerst volkomen betrouwbaar voor numerieke berekening na
oplossing van probleem b). Beide problemen kunnen echter slechts in bepaal-
de gevallen in volle omvang worden opgelost. Als voorbe-ld, waarbij dit ge-
lukt, zullen wij de Legendre-polynomen behandelen (Stieltjes).

Asymptotische ontwikkeling van Legendre-polynomen.

De Legem}re-—polynon}en kunngan worden gedefinieerd door
(1-224+ £3)7r = T PR (z) £

" =0 ‘ .
Hletnit volgt: m mlm i) pmm2 wlnofn2) (ne3) fz“‘g
’1,!‘2) = oA m N2 § To2(27n-y) 24 m=-nlam-3)

Deze uitkomst is niet goed bruikbaar voor grote waarden van n. Dan gaat
men alsvolgt te Wer}iz ,

00
NmT -7
(2L 22x+1)" T =2-! 2By
l n=l T }
Deze recks convergeert voor 1zl }?ndx;}k-}-‘{x{ ,_1; e~ Vx| } . Dus:
2 H
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v‘_’_— e e e ¢ . - :’g‘ {o“r '£ . *:j(+ )L".
B 00) it ¢ Y2T233+) » © b qemce, Con  prectecf o {g'lr 3w~V
Neem x reéel, jxj<1. oor eenvoudigevitrani[formatie vindt men:
: 7 x 4z - 14 %"’ 2 E

?%{X)t‘ﬁf— é o/\/zﬁ..fz + 7 g[ 22K+ 7 ) .
Vger als nieuwe veram%er ijke ini _z; §(1-u), Ocuxt. Ivaen v1£jt:
) »A2 Nt - 1-4L "4( ) » gt - 1=t} A
f.?_mi____._. x? Vi-£ f.,.(w.m.}....f_“_ . fz__.?;mi{.?._ =3 x‘/,-éé;( et

o Vzionz+r SVuh-Fi 2 o YoZowy+s o V“rg"’if‘f £ Tt
; = ~ 0O 9 - . e swe Ly 6 !;‘; » KF 37 LB B 0"
Stel x c?;—nsf;o)’éé)(ﬁfu‘(ﬂ f.u)du e {’i"‘)"o‘k [ f-t) el SRS SR

Prl)x &rtemee Syimast e J =
¢ = VL(.{’-— ((,4_) ;‘{_) (] t(/l— 'ti_) -
Vocrlp_g_p;g ne%lse‘ﬁ Owij hierin ki< ,:77‘5%2@?2 /. T < 78 Tr ) L
Dan levert Ireeksontwikkeling’en termsgewijze integratie de ontwék« gll?g;
(med £A=O0~7) . 2 ‘ 2,3 tog(n B+ 2
?( {9)’_ g 22_9, ........ /2n) C’”(h(‘)""im)*. 1 cesfn Qﬁ)*? 3 ‘ i
M S i ined L Vg 200%3) V(25m)} | 296mi3fom) Vasm 635
welke rzonvergesrt voor X o« o< z'n» , en wel des te sterker, naarmate n
roter is. & =" = ) ) _
T/%ij zullen nu aantonen, dat de recks in het uitgesloten gebied weliswaur
divergesrt, maar asymptotisch karakter vertoont. Dan zal het probleem b)
worden opgelost, n.l. het schatten van een nauwkeurige bovengrens voor de
resttern. -




Voordrachten van Prof. Dr. 8.C. van Veen (Delft)

nAsymptotische en snel convergente ontwikkelingen',

2e en 3%e voordracht (Donderdag 6 en 13 Maart 19L7.)

Asymptotische ontwikkeling met restterm voor de hegendre-~polynomen,

In de vroeger afgeleide uitkomst: (n = %) 16 - :E’:

|3
2 . n
. = T U.) du
. | I3
Vervangen wij _.._._........l.._._ door l Q dv - (Bewi$ b.,v. door )
¥ 1 - ku iy J’i -~ ku sin°v ‘contour-integratie
Q .
T[.
Dan is: W( - p -1 n M ..2 S sin®P vav
dv — v M g\ Ceinc™ vdv + kP uP s
5T~kusin£'x?" f‘_ 1T - ku sin®v
m=20 0 0
o
Duslin(cos o0 Q 2 L.6...(2n) cos(ng +% . 1% . cos(nf« g—
5O 2ntT) | ¥ 2 sino  2(2nF3) V"E-mf”
+ 1; 52 ............. = { 2?1;; 5 3 )32 : ~cos(n~t 21 “]
. PR - X+ nth ... 2n +2p-1) -
Iy {2p { 20 pp) ‘ - p-1) V(5 sin 0)55-]

. 2 . o(1S+ 9(2);_ VLN i)t wPE kD inPey  guav.
WEsn e g y 1o snTy
Q

De laatste term is in absolute waarde:

, i 1 AX 1
‘Rpl : 2__ 41 (0 (1-m)® wP"F 51n°P vaudy
<w;v‘ (2 sin 0)eP*1 Y R 1-ku sin®v .

0.0 (% . 91

2 -] % _ e’ - 1
f1eku sin vt}, R (1-ku‘ sin v)}*/ R (1-k) =R > ein o 5
Dus s BNk X
N f i n o 2p
Rp\ LI“« =2 pt1 {‘ uP~E( 1) duf sin“P va
, <K/ Viz Sin oY ‘“O O ‘
=8, 2h.6.2n L1230 (2p~1)°
T 3.5, o (2n+1) 2.0 6 - 2p.(2x+3)(20%5 ) (20 +2p +1) "
4 ,

V(2 sin £1€P7!

- Dus \Rp]<2l -abs, waarde van de eerste verwaarloosde term/ mits men de
eos in de teller door 1 vervangt.
De nu ontstane asymptotische ontwikkeling is zeer geschlkt voor bena-
de rde bepaling van de nulpunten van Py (cos -,

Algemene methode van Laplace ter bepaling van de hoofdterm uit de
asymptotische ontwik! :ellng van %5 (4 [f(x]n dx. voor grote Waare
den van n.(n> 0). ‘

‘Wij nemen san, datl (x) en f(x) = h(“) bepaald 71‘,1’1 in het eind:.ge
" of oneindige interval a(xgb met volgende voorwaarden:

1.9 ¢ Sf.)[f(x}]n absoluut integreerbaa‘r in (a,b) (n70,1,2,....)

2. £(x) bereikt in’Z binnen (a,b) een maximum, terwijl de bovenste
~ grens van f(x) in ieder afgesloten in’cerval datf m,et bevat, (f

- W b= sombrnedook 8 B P L0 ) £ 0



MATHEMATISCH CENTRUM ANS TR -AM
Voordrachten van Prof., Dr, $.C. van Veen (Delft)

(Asymptotische en snel convergente ontwikkelingen',

2e en 3e voordracht (Donderdag 6 en 13 Maart 19L7.)

Asymptotisohe ontwikkeling met restterm voor de hegendre-polynomen,

In de vroeger afgeleide uitkomst: (n < %) 16 - Tﬁé

. ol ]
o - n
a — ) ',l - u) du

X
Vervangen Wi j 1 a00n | g v

¥ 1 - ku w Jo’i ~ ku sin°v

(Bevﬁ.; b.v. door )
contour-integratie

- ’ p =~ 1 3 T .o
Dan is: S av L Y gH g Ksinzm vdv + kP uPS JSrln iquY -
T - Ku sinv ey o y o SRy

o ‘
Dus;n(c'os oY = L.2.b.6...(2n) cos(ng + 3 + A . cos(nfr %——} .
Aents) gEEmEs

+ 13 36 MWMWEW(EEQ 5 3 ) — é i cos( s + 2p-1 ]
. Pa— - ve - F g -
N {2p )(XEJ(nSJ (n‘2px) R

LR ]

. oy -
> (08 + ﬂz)ljﬂ jT( (1-w)P uP~% kP sin?Pv  guav.

‘rcv 7 sin o R T~ku sin®v
Y o o

De laatste term is in absolute waarde*

(’!«u)n p-3 singp vaudv
1~ku sin®v : i

(% - -
t1—-ku sin v,> R(‘i—»ku sin v)}R('I-k) =Rg~:- — = %

>
’ pl{m‘ (2 sin 0)2p+!

sin -

Yo sin o«

"

Dus: SR
'Rp\ < }"]% 1 2 pt ‘(‘ WP B 1) duj; élngp vav

=8, 206, 2n R P A— (2p-~1)*®
3.5, Temem { 20471) 2 LL G s 2D+ (2X+3) (2075 (20 +2p +1) 7

1
V(2 sin £;<P"!

Dus \Rp|<2l -abs., waarde van de eerste verwaarloosde ter*n/ mits men de
cos in de teller door 1 vervangt.

De nu ontstane asymptotische ontwikkeling is zeer geschlkt voor bena-
de rde bepal:x.ng van de nulpunten van Pp (cos <5,

Algemene msthode van Laplace ter,bepaling van de hoofdterm uit de

asymptotische ontwikkeling vani © (x) [f(X]n ax. voor grote waar-
den van n.(ny 0). A R

k4of oneindige in’cerval a\ﬁbe met volgende vocrwaarden.‘ 5 7

1. X)[f(x]n absoluut 1ntegreerbaabf in (a,b) (= =0, 1 2"....) b

2. f{x) bereikt inz binnen (a,b) een maximum, termjl de bovenste
~ grens van f(x) in ieder afgesloten interval dat§’ niet bevat, <f(‘£

5 (p (x) contlnu voor x "“’E w QE



Neem &7 (i, 4> 0 en zo kleiz, daf a <£wé’k2+8<’c». ,
P 7 ) ~KE (x) (e + 8
B¢ ) ~e<n(x)<RE) E<o
- , ~ als‘g»-&(;:(?f&
Daﬂ Sé b -h h ')\e +8 . r‘! .
J\ (P(x) en\- (%) ~h( )_]d:ﬁc :Lg'(ﬁ) ¢ (X)e‘]L“l(“)”h(i) ax* 0 (aR)

g“,g l’l( e € hﬂ H
..@(%t)j‘ g ) s ’roo(ﬂ) ;5 0 <K
o onafhankelijk van¢

&8 9-8¢9 gr g+t

Eerste term van 2e 1id ligt tussen

oo +e]5i . §<*<~ MERIRRENET P
Suostitueer= =y \/H[E SRR

De beide grenzen worden dan: +8 \/ n[t ~ hit (% )]
2

@(‘E‘ +E \/ - h''(% ) g - dy
[ ] & ] &\/ (5

dus voor n — &

\ﬁri@(x)[f(X)J i dx—ﬁ‘?((ﬁ}{f ‘9)} ‘i)

Voorbeeld: formule van Wellisy

- +
n ! =Sa‘ e‘xxnd:xPnn/i 8 (e T ® ay.
o SO

! \z)]

Ly =1 f£(y)=e Ty. £ (1) =0; £i(1) =~

1 -(0tE) | (e . ‘
n!% n . & s ‘,Iglg‘::,:nnen\ 2. n,




MATHEMATISCH CENTRUM AMSTERDAM !

wAsymptotische en snel convergente ontwikkelingen‘(III)"
Prof, Dr 8.0, van-Veen (Delft)
13 en 20 Maart 1947

IIT
Asymptotische en sterk convergente ontwikkelingen,

De methode der zadelpunten ( pasmethode ) ( Detys )

Wij beschouwen Se (P(z)w‘(z)dz

genomen over een kromme in het complexe z-vlak,

¢0(z) eny(z) zijn analytische functies van z; ¢(z) hangt ook nog af van
een parameter o af (to« wordt groot ). o
Men kiest als integratiekromme

I(e“i%'(zD = constant.
(p geschikt gekozen recéel getal, dikwijls = 0 )
z, heet zadelpunt van ¢ (z), als ;0’(20) = 0, ) ,
Wanneer m het kleinste natuurlijke getal ;2 is, waarvoory; (zG) £ 0 1is,

dan heet z, een zadelpunt van de orde m - 1 .

Wanneer de integratiekromms door sventuele zadelpunten van 9(z) gaat,

dan wordt deze kromme verdeeld in stukken door deze 'zadelpunten, Laat

a2 en b de uiteinden van zulk een stuk zijn (a en b zijn zadelpunten of
punten in ¢o).De bijbehorende integraal is: ,

b
S ego(z) W(z)dz

V8
Iangs de kromme (a,b) is

R(&"if‘{;(zb = e‘i"‘}@(z) monétoon,

alé zich tussen a en b op de kromme geen zadelpunt bevindt, Wanneer a
een zadelpunt van de orde h - 1 is, stelt men

P(a) - plz) =&
vMen kan A bepalen, zodat e"i'\ {so(a) - Sg(z)} > 0

is voor z op (a,b). (A=p of N =g+ ().

Kies 'hvegik {ﬁf(a) - o)} >0 | )\

C «F(z) = ej%\ e~ 1A {f,a(a) - y)(z)} , dus Le~m 2 0 voor z op (a,b).
a is ecn erik:elvoudig mzlpunﬁ, van F(z).

b g . fB':’g“ rh i

Voor voldoend kleine iC’»‘ kan

. K
w3 = %}‘é mCx 4+ Ry



worden ontwikkeld volgens de reeks van Lagrange met restterm,

REEKS VAN LAGRANGE MET RESTTERM,

1. G is een gebied, waarvan de rand C uit een eindig aantal gesloten
rectificieerbare krommen bestaat, '

2, V/(z) is continu op en binnen C, analytisch binnen C,

P

3. G= F (z) is mnalytisch binnen C, waardoor het inwendige van C
omkeerbaar_éénduidig op een gebied van het & -vlak wordt afgebeeld.

4. a is een bepaald punt binnen C, waarin F(a) = 0.
5. Als F‘(z) een willekeurig punt binnen C is, dan is m

een contisusfunctie van ¢t voor alle punten t
op en binmsn C, behalve voor t = z.

-Onder deze voorwaarden geldt voor ieder punt z binnen C en voor ieder na-
tuurlijk getal n:

n--1 k
dz 1 > w(t)at o Sw 4
¥(z) g =371 %o 2 “g;gf“k:}.'*g’ﬂ £ F(t ,niF{t}-
1 w(t)ds 1 .k g-a\ k+l)
A T 1o {MZ) £o
Daardoor gaat de integraal over in: }Q_
b w(z) . ; (a) A-1 . 3 Beéhh " :
S o V/(z)dz =e ¥ > 1. pk | s - & + & Tk g,
a k=0 k! g .&;If(z) (;E"—(TZ > 3 |
. wia) 2 iA
\‘. B esenamtmirmarnba s e
ool ( 5 n \ ($)dtd &
3 e - ) n ] o -
< 6?3 (T} T FE-(
Literatuur: |
P, Debye. Math,Annslsn, 67 (1909), p. 535 - 5539
" % Minchsner Sitzungsber, 40 (1910), No. 5.

G.N, Watson: A freatise on the theory of Bessel functions,p,215-220.

CeS. Meyer: Math.Arnslea, 108 (1933), p.321 - 359«
w  ® o Tiggertatie. Groaingen, 1933.
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totische en sherk o cnvergents ontwikkelingen.

. 7oordracht gehoudsn daor Prof .Dr.8.C.van Veen
op 20 Maart 1947, :
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ASYMPTOTISCHE EN STERK CONVERGENTHE ONTWIKKELINGEN.

Voordracht gehouden door Prof. Dr.3.C.van Veen
op 27 Maart 1947,

g‘}_i;i_,gtorische opmerkingen bij de voordracht op 2Q'Maart 1947,

In het supplement van Tome V van de Mécanique célests (p.20)(1327)
‘beschouwt Laplace de ontwikkeling

L . ?” 3«5, . G 'gw " .
| - = §;4'<;£Z01h7+ <o %-[ixﬁﬁﬁ b ;*ﬂ
yaarin r de voerstraal, a de halve grote as enzg de middelbare ano=-

‘malle van de planetenbaan voorstelt. Hij bepaalt de hoofdterm in de
‘asymptotische ontwikkeling van de codfficient 7 en vindt voor zeer
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hierin stelt € = ¥ ¥ de emcentriciteit voor en & de exponenti-
aalconstante 271828,

Carlini en Jacobi hebben later met grote moeite de tweede term aiegt
asymptotische ontwikkeling bepaald (Astronomische Nachrichten No.b65
en No,.709-712; Jacobi Wexrke). v

Eveneens Gauss (Nalatenschap, Werke Band 10,p.%21). |
Nadat Bessel de functies /, had ingevoerd (Untersughung des Teils der
planetarischen St8rungen®welcher aus der Bewegung der Sonne ent-
steht (Berlin,Abh,1824%)) bleek [ = _ 2 @5 /' 1)

N ,
A, T e

fe zijn. Laplace was in 1827 niet bekend met het werk van Bessel van
182k,
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De methode der stationnaire phase.(Kelvin,van der Corput)
-~ , \ . e e
Deze methode wordt geillustreerd aan het voorbeeld:
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Hier is geen sprake van e S Py ? pareikt een

: y [ R i
van de methode van Laplace. De "phase". . - .

gt .
extreme waarde voor & = = % P - e
In het integratiegebied 1is de phase stationnair voor

: Fa g bovenstaande in-

\ « / \ ; beschouwt bovens )
" food Rely t pebled 7i.r <Y< mTE
f / ) o tegraal in het gebis N
e e g € een klein positief getal oo

Lo e \,)jf [ voorstelt.
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nd van het interferentieprincipe,

Hij wverwacht als physicus Op grotiegebied de golven elkaar wel 20

dat over de rest van het integra
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zodat de absolute‘waarde van de laatste int@graal kleiner is dan
7 s [L3Imet

In het integrdtiegebied is St

. T A . £ £
Vie 2 , G T e . &
Vo 7 o 2 VS0 &

Kiest men & = "i, 5 dan vindt men de waarde

~ Bij deze zeer yuwﬁ en mathematiseh onbevredigende redenering wordt
geen rekening gehouden met het gedrag in de omgeving van %ﬁ*@?
dat volgens het onderzoek van Biil van essentiele invlced is o; de
uitk@mat* Om volledig rekening te houden met deze hﬁzwarpn{ heeft
g

an der Corpuf de methede van de stationnaire phase als volgt ge-
fundeerd. De gegeven 1ntagraal wmvdt gﬁsplitat ﬁp de vmlgmmﬁa né -
nigr LT J 4 2 i i ) ] g B
Yo 7 i 3 gy & § ol ;4, o i ,{ { [ == [ e T LY O B PYPRNTR
‘ » e p ) ';ny :é N@, F 4 f -
Hierin is /
o ) “. » J «; ¥
. 7 L o
™ /& ;‘p - Coe e -
De functies ~ . /worden bovendien zo gekozen, dat ledere &”%flwiiw
van positieve orde in de uiteinden van leder der vier irtegratis

intervallen de waarde nul bezit.
- Dan kunnen deze vier integmlen door partiele integratie asympto-
tisch worden ontwikkeld. Aan d=zze elgen |
gebruikmaking van de hulp?HnCtiE. P

&

P
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die in 1 de waarde 1, in 2 Jde voarde nul aannesnl en waarvan [edere
afgeleide in elk dier twee punt ten nul is,

In het interval /= & = L wordt gesteld 7.
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Kan 0.8, womdern voldaan doop
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Joor Partiele integratie vindt men voor deze integraal
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? [734+4) Sim Lz " 7 -
£ p /g IL+ g 7
=e {'i;mfifj. [ %./3 3/
waarblj de afwijking hoogstens van de orde ., - is.
Op analoge manier levert de tweede integraal
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met een feut, dle hoogstens van de orde o 48,
. De belde andere integralen blijken van de orde , — ¢~ 1 te zijn,
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Selde ultkomsten kunnen op eenvoudiger wijze worden gevonden door
toepassing van de methede upw Zad@lrUHtWﬁ op de integraal

7
7 S IR A, 1 by
1 /

§Ljeze integraal wordt genomen 1an9; 1@*gwbrmﬂwm 1ijn van s

@an .. <« door -fs naar o

Litteratuur: Stokes Cambridge Phil,Trans.9(1556) p.175,192,
Riemann Werke (1875) p. 400-L06.
Kelvin Phil.Mag.(5) 23 (1387) p. 252-255
Watson Proc. Cambr,Fhil.Soc.19(1918)

van der Corput uomfwﬂitio Mathematica 1
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& nvergentie is sehter zser Zwak, alsﬂf
kan &aL de convergentlesterkte b@TaﬂrriJk
epassing van de transformatie van Lande

Lo A?x/ /
(k)= 1152

. ;A )

convergeren Yoor {4 géxfﬁﬁe g0
in de puurt van 1 ligt. Men kun
verbeteren door hsrhzalde to

Joor invoering var het arithumetrisch-geometrisch gemiddelde (Gauss)
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it levert na enkels trarsformalties sen Zeer sierk convergente ontwiks
Ke ing, waarblij in de meeste gevallen ce e term eon uitkomst lPV?th
dia in 10 en e e decimalen met de gevraagde ultkomst oversenstent
Verder kan de y;erg@nme?r*évhe ontwikkeling getrensfo rm&erdkwora@m

n oeen onbtwikaoling in de omgeving ven & = 1, bev.:
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Lok dezs BitKowst Kan in siterker convergenie onbwiklieling 'wrdﬁn go-
transfornssrd iuaw toepassing van lLanden. Bl wijfvondige t'an:toruau@n
~kan wen vesksso vinden, waarvkn de le bterm voor alle waardef W&ﬁ{{!ﬁ,ﬂ
eenn fob 1019 decimalen nauwkeurdig resultaat levert. :
snaioge resultaten voor £ /ﬁmf s
Tens ¢9tt9 beheerst men ny ook het geval é~ door de formule:
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en een analoge formule voor s ,
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